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2024年全国中学生数学奥林匹克竞赛（预赛）
暨 2024年全国高中数学联合竞赛

一试（A卷）试题分析

一、填空题：本大题共 8 小题，每小题 8 分，满分 64 分．

1. 若实数 1m 满足 2024)(loglog 89 m ，则 )(loglog 23 m 的值为 ．

答案：4049

分析：本题考察对数运算，执果索因，对目标式往条件式转化即可.

解： 4049)(loglog21)(loglog1)log3(log)(loglog 83832323 23  mmmm .

注：本题易错点在于，式子是两个对数运算的嵌套，需要一层一层“剥开”，

而非乘积；同时也要注意换底后的系数，容易化错。

2. 设无穷等比数列 na 的公比 q满足 10  q ．若 na 的各项和等于 na 各

项的平方和，则 2a 的取值范围是 ．

答案：  2,00
4
1 





 ，

分析：本题考察数列基本公式及求函数值域.

解： na 各项的平方依次构成首项为 2
1a ，公比为 2q 的等比数列，考察两个无

穷等比数列的各项和，则有： 2

2
11

11 q
a

q
a





，即 qa 11 ，转化为求 qqa  2

2 在

11  q 且 0q 的值域，易得  2,00
4
1

2 




 ，a .

注：本题易错点有两个，第一是公比 q不能取到 0，第二是等比数列 2a 不能

取到 0，有很多考生出错。

3. 设实数 ba, 满足：集合    0102
   axxxA R 与    

3
  bbxxB  R 的

交集为 ]9,4[ ，则 ba  的值为 ．

答案：7 .

分析：本题考察函数. 分析两个集合的性质，从交集信息给出具体 ba, 关系.
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解：讨论b的符号，知

 

 












0, ,
0,           
0, ,

2

2

bb
b
bb

B R ，而 A又是以二次函数零点为端点

的闭区间（且两端点之和为10），这表明 BA 的两端点要么是 A的两端点

（ 1094  ，舍），要么是 2b 和 A的一个端点，这表明 9,2  ab 或 24,3  ab ，

检验知前者成立，有 792  ab .

注：区间问题，需要特别注意区间的开闭。另外本题勿忘记检验情况，否则

还会多出一个 27 ba 的错误答案。

4. 在三棱锥 ABCP  中，若 PA 底面 ABC，且棱 CPBCBPAB ,,, 的长分别

为 1, 2, 3, 4，则该三棱锥的体积为 ．

答案：
4
3 .

分析：本题考察立体几何（体积），由于底面与棱垂直，给出了两个直角三

角形的信息，结合已知边长，算出各边，再用体积公式计算即可。其中底面三角

形可以用海伦公式快速计算.

解：同分析，画出图，知 3PA 、 13AC ，那么

4
3

2
131

2
132

2
131

2
132

3
3

3
1




































  PASV ABCABCP .

注：本题虽是立体几何问题（在往年联赛尤其 20、23 年设问较难），但考

察得很简单，求结果的方式较为直接；注意可以使用海伦公式加速计算。

5. 一个不均匀的骰子，掷出 1, 2, 3, 4, 5, 6 点的概率依次成等差数列．独立地

先后掷该骰子两次，所得的点数分别记为 ba, ．若事件“ 7 ba ”发生的概率

为
7
1
，则事件“ ba  ”发生的概率为 ．

答案：
21
4
.

分析：本题考察概率（非古典概型）计算，题目数据设计比较精妙，可以考

虑“设而不求”的思想进行计算.

解：设掷出 k点的概率为 )6,,2,1( kPk ，那么

3
1

435261  PPPPPP ,
7
16

1
7 




k
kkPP
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所求即


6

1

2

k
kP ，考虑用条件式进行配凑：   


 3

13

1

2
7

k
kk PP

3
16

1
7

6

1

2 



 k

kk
k

k PPP ，

因此 


6

1

2

k
kP 21

4
.

注：题目给的条件有“概率依次成等差数列”，如果设出首项计算，则计算

量很大。一般是设出中间项，或者不设具体项用等式关系刻画，这都是对付“等

差型”计算的小思路，平时要注意积累；另外本题的数据设置精妙，计算时“设

而不求”，可以减少很多计算量，防止浪费考试时间去做没有必要的推导。

6. 设 )(xf 是定义域为R、最小正周期为 5 的函数．若函数 )2()( xfxg  在区

间[0, 5)上的零点个数为 25 ，则 )(xg 在区间[1, 4)上的零点个数为 ．

答案：11 .

分析：观察条件给出的数据（都是整数），可见两个函数具有一些离散性质，

并且 )(xg 完全可用 )2( xtf  表达（题目叙述的“包装”），即求 )(tf 在  16,2 上

的零点个数，而条件已给了  32,1 上的零点个数，那么结合周期性进行计算不难.

解：同分析，由周期性质，设在一个 -5 长的周期中 )(xf 有m个零点，在  2,1

上有 n个零点，进而知： 256  ,0  nmmn 1,4  nm .而      2,116,116,2  ，

故 )(tf 在  16,2 上的零点个数为 113  nm 个.

注：本题中，很多考生要么没弄懂题意，要么把两个题目的区间看错，值得

注意。其实抽象型函数问题，往往不需要费劲地考虑函数的构造，只需要根据条

件（相当于制定的一套游戏规则）来解决问题，有点类似高考中的新定义问题，

做题时应该预设一些“灵活性”。

7. 设 21,FF 为椭圆的焦点，在上取一点 P（异于长轴端点），记O为

21FPF 的外心，若 2121 2 PFPFFFPO  ，则的离心率的最小值为 ．

答案：
4
6
.

分析：本题考察向量运算和解析几何中椭圆的性质。条件的核心就是向量数

量积的等式，显然只好分别看等式两边，其中PO很好表达（基于一个外心的小

模型），那么都化到 21 , PFPF 计算即可.
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解：设 yPFxPF  21 , ，则     )(
2
1

2
1 22

212121 xyPFPFPFPFFFPO 

222
2121 4cos22 cyxPFFxyPFPF  ，联立知 222

2
1

2
34 yxc  .

故结合柯西不等式，知
4
6

)(
)(

8
3

)(
223e 2

2

2

22

2

2










yx
yx

yx
yx

a
c

.

注：本题中的数量积等式，还可以将两边同时投影到 x轴上，简化计算。

8. 若三个正整数 cba ,, 的位数之和为 8，且组成 cba ,, 的 8 个数码能排列为 2,

0, 2, 4, 0, 9, 0, 8，则称 ),,( cba 为“幸运数组”，例如 (9, 8, 202400) 是一个幸运数

组．满足 cba 10 的幸运数组 ),,( cba 的个数为 ．

答案：591.

分析：本题考察组合计数，本题似乎可以枚举，但是为减少工作量需要对结

构进行简化：题意即将 8 个数排成一排，再按“233”或“224”的方式隔板，其

中的 3 个 0 有三个位置不能放。最后注意到 cba ,, 互异，应排除“224”中 20 ba

的情况. 如此，列出式子计算即可.

解：采取“先排列，再消序”的方法. 首先有“233”“224”两种隔板方式，

每种中三个数的首位有 3
5A 种选法，其余数位任意排. 接着再排除 20 ba 的情

形，那么此时 ba, 的 2和0 分别有 2
2A 和 2

3A 种选法， c的0 有3个数位可选，剩下

4,9,8 全排列. 最后再消序：（1）对数码 0 和 2 消序；（2）注意两种情况都有两

个数位数相同，隔板时未将大小区分，因此还需除以 2 消序.

综上，幸运数组的个数 591
2
1

3
1

2
1)33AA5A2(

    

  
2
3

2
2

3
5 

！！
！！ .

注：组合计数问题在前几年联赛中均有考察，而且往往放在填空题压轴的位

置，一般思维难度较大。而今年的本题需要考生对一般计数方法有相当熟练度，

否则容易少乘系数导致算错，或者只能花时间枚举。相比去年结合图论和递推计

数的第 8 题，本题技术难度减小，但复杂程度增加。

二、解答题：本大题共 3 小题，满分 56 分．解答应写出文字说明、证明过

程或演算步骤．

9. （本题满分 16分）在 ABC 中，已知
2

cossin
2

cossincos BBAAC 



 ，

求 Ccos 的值.
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分析：考查解三角形，即三角函数的基本运算.入手点比较重要，观察发现

可以先讨论 BA, ，它们加上
4

后相等或互补，再去探求 Ccos 的信息，思路比较

自然.

解：条件即 





 






 

4
sin

2
2

4
sin

2
2cos  BAC ，故 







 






 

44
BA

或者 





 






 

44
 BA ，前者导致

2
  BAC 使 0cos C 而

0
4

sin
2
2







 

A 矛盾，因此 CBA 
2


, 







2
,00cos CC ，那么







 




2
sin

2
cos

2
1

2
cossincos

2
sin

2
cos 22 CCAACCC

这表明
2
1

2
sin

2
cos 

CC
，平方得

4
1sin1  C ，结合 








2
,0 C ，知

4
7cos C .

注：注意舍去
2


C 的情况。三角函数题的核心就是巧用公式化繁为简，本

题甚至只有角关系而没有边关系，灵活化角可简化过程。

10. （本题满分 20分）在平面直角坐标系中，双曲线 1: 22  yx 的右顶点

为 A．将圆心在 y轴上，且与 的两支各恰有一个公共点的圆称为“好圆”．两

个好圆外切于点 P，圆心距为 d，求
PA
d

的所有可能的值．

分析：本题是解析几何大题，具体考察圆与双曲线，思路还是设圆联立，因

此本题中的若干“相切”则不必从切点处切线入手刻画，而是考虑联立后方程有

唯一的根，最后转到关于两圆圆心信息的一个式子，再带入目标式求可能值.

解：设 ),0( tP ，两个好圆的方程分别为：

222 )()( tmmyx  ； 222 )()( tnnyx  .

其中不妨设 ntm  ，联立 222 )()( tmmyx  与 122  yx ，整理得：

.01222 22  tmtmyy

由于该圆与双曲线均关于 x轴对称（图形具对称性），故两切点的纵坐标相

同，即上述方程仅有一个实根，因此

.0)12(84 22  tmtm

金
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化简得 0224 22  tmtm ，同理 0224 22  tntn ，那么 nm, 是方程

0224 22  txtx 的两个不等实根，故

22
1

88
1

4)(
1 2

2

2

2

2















t
t

t
mnnm

t
nm

PA
d

.

注：本题化简的关键点是利用图形的对称性.此外，设圆的方式有考究，所

设表达式的简洁和有效性，都是平时训练解析几何需要注意的技巧。

11. （本题满分 20分）设复数 wz, 满足 2 wz ，求 zwwzS 22 22  的

最小可能值．

分析：本题考察复数的计算.乍看目标式不易直接转化处几何意义，可考虑

适当变形再计算（相比采用三角不等式放缩会更自然）.变形时代入或换元的手

法不同，会导致计算量有区别：（1）若观察到条件和目标式的对称性，考虑“中

值”换元，令 uwuz  1,1 再化简；（2）若直接计算考虑代入 zw  2 ，全

化为 z计算也可. 采用后者的笨办法，其实也好处理.

解：记 biaz  ，则有

   

    



 



 





2222222222

2222222222

2222

2
15)3(246

2
15)1(242   

)3(446)1(442   

i)3(246i)1(242

babaababaa

abbaaabbaa

abbaaabbaaS

可见 S是关于b单调递增的函数，故最小值应在 0b 时

取得（即 z在实轴上），从而

 aaaaaaaS 4,88 max4642 222  .

绘出图像可知：当 aaa 488 2  即 51a 或

53 时， S取得最小值 1658  .

注：近年联赛一试真题乃至模拟题中，出现了大量的复数问题，本题则是较

为直接的一道，稍加计算则转化为函数问题，还算不上特别“纯”的复数题目。

考场上需要稍加悉心计算，如果没有处理绝对值函数的经验，最后一步是不容易

得心应手简化为 max 函数的。
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2024年全国中学生数学奥林匹克竞赛（预赛）
暨 2024年全国高中数学联合竞赛

加试（A卷）试题分析

一．（本题满分 40分）给定正整数 r．求最大的实数 C，使得存在一个公比

为 r的实数等比数列  1 nna ，满足 Can  对所有正整数 n成立.（ x 表示实数 x

到与它最近整数的距离．）

分析：对于距离函数，可能尚不熟悉，而且注意到公比是整数已离散，所以

本题的入手仍是先尝试：先来看 1r 时，显然考虑数列








2
1

，那么
2
1

C 即为最

优。由此可以猜想对一般的 r，最大的C是不是都挺接近
2
1
的？换言之， 

2
1

似

乎是个“不动点”. 再看 2r 的情形，稍加尝试发现比较复杂，不妨先考虑前两

项，即 CaCa  11 2,   ，转而考虑  xxC 2,min   ，通过对首先 x划分区间考

察，发现按 



















 1,

3
2

3
2,

3
1

3
1,0  分类时，C才能取到较大的值，然后考虑

3
1

x ，

检查之后的项 xn2 ，发现
3
1

3
2


n

也是满足的。

接着可以考察 5,4,3r 的情况，类似可以发现，当 5,3r 等奇数时，显然

2
1

C ；偶数较为麻烦，但结合 2r 的经验，可以首先将区间均分成 1r 部分，

看看 1a 应该落在哪个部分能使C更大.

考虑设
r
ta



11 ， ,

1
)1(,

1 32 r
trta

r
tra





 ，每次希望 na 都很靠近

2
1
，

那么让
2
rt  则是最佳的选择了，进而可以猜出是

22 r
r .

接下来只需证明
22 


r
rC ，其实只需要证明前两项 11   , raa 满足即可. 本

题难点在于猜出正确的答案，剩下证明还是很容易的.

解：（一）若 r为奇数，考察
2
1

1 a ，则对任意正整数 n ,
2
1

 na ，结合
2
1

x ，

显然此时
2
1

C 为所求最大值.
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（二）若 r为偶数，设 kr 2 ，引理：  
12

2,min 11    




k
kkaa .

引理的证明：只需考虑设
121 




k
ka ，且不妨设 )1,0(1 a ，故

12
1

12 1 



 k

ka
k
k .

因此
12

2
1212

222
12

2
12 1

2

1

2

 

















k
kka

k
kk

k
kkka

k
k

k
kk ，引理证毕.

由引理知
12 


k
kC ，取

121 


k
ka ，注意到 )12(mod )2( 1   kkkk n ，因

此对任意正整数 n，都有
12

 




k
kan ，故

2212 





r
r

k
kC 确为最大值.

综上所述，当 r为奇数时，
2
1

C ；当 r为偶数时，
22 


r
rC .

注：本题的背景与有理逼近（等比数列小数部分的进位制表示）有关，但考

场上切忌想复杂. 此题的难度主要集中在猜答案，需要主动构造和尝试，加之题

目形式不太常规，导致第一题难度偏高，比较考验考生的作答心态.

二．（本题满分 40分）如图，在凸四边形 ABCD中，AC平分 BAD ，点 FE,

分别在边 CDBC, 上，满足 EF || BD．分别延长 EAFA , 至点 QP, ，使得过点 PBA ,,

的圆 1 及过点 QDA ,, 的圆 2 均与直线 AC相切．证明： DQPB ,,, 四点共圆．

分析：本题方法较多，如果从比较自然的倒角考虑，可以观察平行与逆平行：

由于 EF || BD，考虑使用 Reim 定理，要证的共圆即 PQ与 BD逆平行（以 QDPB,

为轨道），那么考虑EF在该轨道上（即延长 AEPB, 交于 X , AFQD, 交于Y）表

示为 XY ,那么应有 YXQP ,,, 共圆，还原回 EF即为 FEQP ,,, 共圆，只需证此即

证本题.

金
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解：由于
AF
AE

AF
AD

AB
AE

AD
AB

CAE
CAF

AD
AB

ADQ
ABP

AD
AB

AQ
AP










sin
sin

sin
sin

，故

AQAEAFAP  ,知 QPFE ,,, 四点共圆.

延长 AEPB, 交于 X , AFQD, 交于Y，由 AQDCADBACBPA  ，

知 QPYX ,,, 四点共圆.所以 QXYQPYAEF  ，则 EF || XY，进而 XY || BD .

这表明 PQDPXYPBD   ，所以 DQPB ,,, 四点共圆．

注：本题是一道考查基本功的几何题，与往年同位置的几何题相比较简单，

主要考查倒角、共圆、三线共点、根心等相关知识.具体证明时采用同一法或者

引入等角共轭都能行得通. 结合往年几何题来看，本题有反映出联赛弱化几何的

趋势，考生应注意对几何基本功的强化.

三．（本题满分 50分）给定正整数 n .在一个 n3 的方格表上，由一些方格

构成的集合 S称为“连通的”，如果对 S中任意两个不同的小方格 BA, ，存在整

数 2l 及 S 中 l 个 方 格 BCCCA l  ,,, 21  ， 满 足 iC 与 1iC 有 公 共 边

（ 1,,2,1  li  ）.

求具有下述性质的最大整数K：若将该方格表的每个小方格任意染为黑色或

白色，总存在一个连通的集合 S，使得 S中的黑格个数与白格个数之差的绝对值

不小于K .

分析：这是一道组合极值问题，需要解决两个部分：证明和构造.先从构造

入手去找 maxK ，需要构造一个具体的黑白染色方案，希望其中任意一个连通的集

合，黑白格个数之差 wb SS  都尽可能小. 于是可以考虑方格表问题中最常见的

染色方法，黑白间隔染色. 这样黑白格均匀分布，连通的集合中相邻格异色，那

么 wb SS  的最小上界很容易控制. 接着具体举例来找 maxK ，如将左上角的格染

为黑色（当 n是奇数时，总体黑格比白格多一个），希望让连通集合中的白格尽

量多，黑格尽量少，所以考虑取出所有白格，为了连通还需取出尽量少的黑格，

最好的方案则是取出第二行的 





2
n

个黑格，此时 nnnSS wb 









22
3 .

所以大致猜测 nK max ，此时取出的格可以分成 





2
n

个， 和 









22
nn
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个白格，这提示我们在说明构造情形的上界时，可以考虑每一个 23 的长方形

（它包含了 结构），能够将 wb SS  的上界增加 2 .

接下来考虑证明的部分，需要证明任意一种染色下总存在连通的集合 S，使

得 nSS wb  . 其实，刚才的具体构造再一次为证明指明了方向，我们还是取出

第二行的所有方格（如果白格不少于黑格），以及其余两行的所有白格，这能说

明 nSS bw  ；而说明 nSS wb  也是完全类似，两个不等式只需一个成立即可，

这提示我们考虑抽屉原理.

解：（一）对连通集合 S，记 wb SS 、 分别为其中黑格、白格的个数，设第二

行中有 a个黑格，b个白格；其余两行中共有 c个黑格， d个白格，则

ndcnba 2,   . 令 1S 为第二行的所有方格以及其余两行的所有黑格组

成的集合， 2S 为第二行的所有方格以及其余两行的所有白格组成的集合，那么

    ndcadbbcaSSSS bwwb 2)()()()()()( 2211  .

由抽屉原理，知 nSS wb  )()( 11 与 nSS bw  )()( 22 二者必有一者成立，都能

说明 nK  .

（二）将方格表黑白染色，使得有公共边的单元格不同色，其中左上角染黑.

下证：对任意一个连通的集合 S，都有 nSS wb  . (*)

引理：任取方格表中 23 的长方形 R，S在R中的黑白格个数之差的绝对值

不大于 2.

引理的证明：假设 S在 R中黑格、白格数之差的绝对值大于 2，则 S只能选R

中全体黑格同时不选白格，或者选 R中全体白格同时不选黑格，都会导致 S不连

通，矛盾，故引理成立.

当 1n 时，(*)显然成立，下面考虑 2n 的情况.

Case 1. 当 n是偶数时，设 kn 2 ，则可将 n3 的方格表分为 k个 23 的长方

形，由引理， nkSS wb  2 ，(*)成立.

Case 2. 当 n是奇数时，设 12  kn . 若(*)不成立，同 Case 1，考查方格表

右边的 k23 的长方形，则 S在其中黑白格个数之差的绝对值不大于 k2 ，因此 S

在方格表左边第一列中，只能选两个黑格，且不能选白格，所以此时黑格数比白

格数多 22 k 个.

为确保连通性，第二列的两个白格必属于 S，故左边的 33 正方形中挖去

之外 S选的黑、白格个数相等，而 中只有三个黑格，所以在 S左

金
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边的 33 正方形中黑格最多比白格多 3 个，对于右边的 )22(3  k 的长方形，由

引理知其中黑白格个数之差的绝对值不大于 22 k ，所以 nkSS wb  223 ,

矛盾，故假设不成立，即(*)成立.

综上所述，结合(*)及 nK  ，知 nK  为可以取到的最大值.

注：组合极值问题似乎是近年联赛组合题的常客了，可能命题组如此设置是

出于对改卷工作量的考量：极值问题既需要求具体值，方便赋答案分；又需要一

部分组合证明，（即使伪证）得高分更难，考查面也相对较全. 本题相比去年第

三题计算量有所下降，部分难点集中在理解题意上. 毕竟本题的叙述形式相对新

颖，与往年风格有别，对组合不太熟悉的考生则容易吃亏.

四.（本题满分 50分）设 BA, 为正整数， S是一些正整数构成的一个集合，

具有下述性质：

(1) 对任意非负整数 k ，有 SAk  ；

(2) 若正整数 Sn ，则 n的每个正约数均属于 S ；

(3) 若 Snm , ，且 nm, 互素，则 Smn ；

(4) 若 Sn ，则 SBAn  ．

证明：与 B互素的所有正整数均属于 S．

分析：本题是一道典型的“无穷集合生成”问题，一般这类问题关键在于考

查生成新数的方式和生成新数的特性。四个条件各有深意：条件(2)(3)无关 BA, ，

暗示我们只需分析单个素数幂的情况；条件(1)(4)较为关键，条件(1)暗示去分析

素因子和幂次，而条件(4)的 BAn  具有加性，较难分析素因子结构，因此尝试

先考虑 BA, 的互素情况，容易发现只需分析 1),( BA （条件(1)(4)可轻易改写）.

此时在模 B意义下，利用条件(1)结合欧拉定理，对指数操作可去掉 A的影

响，所以需要对条件(4)做一个指数上的升级. 最后还需完成一次遍历，这通过对

加性的 BnAk  作迭代可实现.

本题还有另一切入点，从 1A 开始考察，发现只需对 k归纳去证 SkB1 .

每个整数都可以分解为 yx  ，其中 x与 A互素， y整除 tA ，按如此分解结合欧拉

定理也很容易归纳.

解：引理：若 Sn ，且 1),( nA ，则 SBnAk  ．

引理的证明：由(1)、(2)知 SAk 1 ，由(3)知 SnAk 1 ，再由(3)知 SBnAk  ，

引理证毕.
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回到原题，先考虑 1),( BA 的情况.此时对任意满足 1),( Bp 的素数 p，要

么 Ap .由(1)、(2)知 p及其方幂均属于 S；要么 1),( ABp ，此时由欧拉定理，

对任意正整数 t，均存在正整数 k使得 )(mod  1 tk pA  .

定义数列  BxAxxx n
k

nnn   1  11  ,1: .那么 1),( 1 xA ，因此对任意 2n ，

1),(),(),( 1   ABABxAxA n
k

n ，故由引理知，数列  1 nnx 均属于 S .

而 )(mod  11
t

nn
k

n pnBBxBxAx  ，结合 1),( Bp t ，知数列  1 nnx 取

遍 tpmod 的完系，故 S中有 tp 的倍数，进而 p及其方幂均属于 S .

综上，对素数 1),( Bp 及任意正整数 t，均有 Sp t  ，结合(3)知结论成立.

再看 1),(  dBA 的情形，令 bdBadA  , ，则 1),( ba ，由(1)、(2)知，对

任意非负整数 k ，有 Sak  ；由(2)、(4)知，若 Sn ，则 SbandBAn  )( ，

那么 Sban  ．进而同上文可知，与b互素的所有正整数均属于 S，而这其中包

含了全体与 B互素的所有正整数，故结论成立.

注：联赛的数论题往往不需要高深的数论知识，所用定理是十分常见且基本

的，但是其难点有时就在于去主动构造，本题便是一个很好的例子：方法不唯一，

但都需要通过理解条件，研究特例，探赜索隐完成构造.

试题总评：

一试题目相对往年，整体简单（尤其是解答题）。加试四道题目都比较说人

话，不转折，也没有特别核心的难点，想法都是中规中矩的，计算量以及需要尝

试的部分都不太多。尤其后面三个题，实际分析起来也是比较自然的。

所以今年选拔的是稳健的选手。不需要惊为天人、异想天开的巧思，只要你

训练有素，心态平稳，则水到渠成。
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