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物理竞赛中的数学知识

物理学研究的是物质的运动规律，经常需要建立数学模型进行分析，在这里

先简单地介绍一下物理竞赛中最常用到的一些数学知识。

一、重要函数

1．指数函数 2．三角函数 3．反三角函数

二、数列、极限

1． 等差数列：通项公式 an=a1+(n-1)d，前 n 项和 1
1

( 1)
2 2

n
n

a a n nS n na d 
  

等比数列：通项公式 an=a1q
(n-1)

，前 n 项和 1 1(1 ) ( 1)
1 1

n
n

n
a a q a qS q

q q
 

  
 

2．数列的极限：

设数列 na ,当项数 n无限增大时,若通项 na 无限接近某个常数 A ,则称数列 na 收敛

于 A,或称 A为数列 na 的极限,记作 Aann



lim .否则称数列 na 发散或 nn

a


lim 不存在.

三、函数的极限

设 f(x)在 x>a(a>0)有定义,对任意>0,总存在 X>0,当 x>X 时，恒有| f(x)A|<，则称

常数 A是函数 f(x)当 x+时的极限。记为
x

lim f(x)=A，或 f(x)  A(x+)。

运算法则：

0

lim
xx
[f(x) g(x)]=

0

lim
xx
f(x) 

0

lim
xx
g(x)

0

lim
xx
[f(x)  g(x)]=

0

lim
xx
f(x) 

0

lim
xx
g(x)

)(lim

)(lim

)(
)(lim

0

0

0 xg

xf

xg
xf

xx

xx

xx





 ，其中

0

lim
xx
g(x) 0.

四、无穷小量与无穷大量

1．若 0)(lim
0




xf
xx

，则称 )(xf 是 0xx 时的无穷小量（若 ,)(lim
0




xg
xx

则称 )(xf 是

0xx 时的无穷大量）或：若
0

lim
xx
(x)=0 ,则称(x)当 x x0时为无穷小。在自变量某变

化过程中，|f(x)|无限增大，则称 f(x)在自变量该变化过程中为无穷大。记为

  xflim .
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2．无穷小量与无穷大量的关系

无穷小量的倒数是无穷大量；无穷大量的倒数是无穷小量。

3．无穷小量的运算性质

（i）有限个无穷小量的代数和仍为无穷小量。

（ii）无穷小量乘有界变量仍为无穷小量。

（iii）有限个无穷小量的乘积仍为无穷小量。

4．无穷小的比较

定义：设
0

lim
x

 (x)=0，
0

lim
x

 (x)=0，

1)若
)(
)(lim

0 x
x

x 



=0，则称当 x x0时 (x)是比 (x)高阶无穷小。

2)若
)(
)(lim

0 x
x

x 



=，则称当 x x0时 (x)是比 (x)低阶无穷小。

3)若
)(
)(lim

0 x
x

x 



=C(C0)，则称当 x x0时 (x)与 (x)是同阶无穷小，

4)若
)(
)(lim

0 x
x

x 



=1,则称当 x x0时 (x)与 (x)是等价无穷小。

5.重要公式

（1）
0

sinlim 1
x

x
x

 （2）  
1

0
lim 1 x
x

x e


  （3） lim ( ) 1n

n
a a o


 

（4） lim 1n

n
n


 （5） lim arctan

2x
x 


 （6） lim tan

2x
arc x 


 

（7） lim arccot 0
x

x


 （8） lim arccot
x

x 


 （9） lim 0x

x
e




（10） lim x

x
e


  （11）

0
lim 1x

x
x




6.下列常用等价无穷小关系（ 0x ）

sin x x tan x x arcsin x x arctan x x 211 cos
2

x x 

 ln 1 x x  1xe x  1 lnxa x a   1 1x x  
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五、二项式定理

1．二项式定理

六、常用三角函数公式

sin( ) sin cos cos sinA B A B A B   sin( ) sin cos cos sinA B A B A B  

cos( ) cos cos sin sinA B A B A B   cos( ) cos cos sin sinA B A B A B  

sin 2 2sin cosA A A 2 2 2 2cos 2 cos sin 1 2sin 2cos 1A A A A A     

2

2 tantan 2
1 tan

AA
A




1 cossin
2 2
A A


1 coscos
2 2
A A


1 cos sintan
2 1 cos 1 cos
A A A

A A


 
 

和差化积公式

sin sin 2sin cos
2 2

a b a ba b  
   sin sin 2cos sin

2 2
a b a ba b  

  

cos cos 2cos cos
2 2

a b a ba b  
   cos cos 2sin sin

2 2
a b a ba b  

   

 sin
tan tan

cos cos
a b

a b
a b


 



积化和差公式

   1sin sin cos cos
2

a b a b a b          1cos cos cos cos
2

a b a b a b     

   1sin cos sin sin
2

a b a b a b         1cos sin sin sin
2

a b a b a b     

万能公式

2

2 tan
2sin

1 tan
2

a

a a


2

2

1 tan
2cos

1 tan
2

a

a a




 2

2 tan
2tan

1 tan
2

a

a a

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导函数与微分

一、导数的概念

1．导数定义

设 y=f(x)在 x0的某邻域内有定义,在该邻域内给自变量一个改变量 x ,函数值有一相

应改变量 )()( 00 xfxxfy  ,若极限
x

xfxxf
x
y

xx 








)()(limlim 00
00

存在,则称此极限值为函数y=f(x)在x0点的导数,此时称y=f(x)在 x0点可导,用 ）0(xf  表示.

2．导数的几何意义：曲线上该点切线的斜率

（1）几个基本初等函数的导数

①   0c   ②
1x x   ③  sin cosx x  ④  cos sinx x  

（2）导数的四则运算

① )(])([ xucxuc  ；

② )()(])()([ xvxuxvxu  ；

③ )()()()()]()([ xvxuxvxuxvxu  ；

④
)(

)()()()(
)(
)(

2 xv
xvxuxvxu

xv
xu 













二、微分

1．微分的概念

设 )(xfy  在 0x 的某邻域内有定义,若在其中给 0x 一改变量 x ,相应的函数值的改变
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量 y 可以表示为

).0()(0)()( 00  xxxAxfxxfy
其中 A 与 x 无关,则称 )(xf 在 0x 点可微,且称 A x 为 )(xf 在 0x 点的微分,记为

.
00

xA
xx

df
xx

dy 





)(xfy  在 0x 可微的充要条件是 )(xf 在 0x 可导,且 )( 0
0

xxf
xx

dy 


.当

xxf )( 时,可得 xdx  ,因此 .)( dxxfdy 

由此可以看出,微分的计算完全可以借助导数的计算来完成.

2．微分运算法则

设 )(),( xvxu 可微,则

)(
)()()()(

)(
)(

).()()()()]()([
).()()]()([

.0)(),())((

2 xv
xdvxuxduxv

xv
xud

xduxvxdvxuxvxud
xduxduxvxud

cdxcduxcud









三、不定积分

1．不定积分概念

【定义】(原函数) 若对区间 I 上的每一点 x,都有

,)()()()( dxxfxdFxfxF  或

【定义】(不定积分) 函数 f(x)的原函数的全体称为 f(x)的不定积分,记作  dxxf )( .若

F(x)是 f(x)的一个原函数,则

  )()()( 是任意常数CCxFdxxf

2．不定积分的性质

（1）积分运算与微分运算互为逆运算.

   
 






.)()()()(

,)()()()(

CxFxdFCxFdxxF

dxxfdxxfdxfdxxf
dx
d

或

或
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（2）    )0()()( kdxxfkdxxkf 常数

（3）    .)()()]()([ dxxgdxxfdxxgxf

3．基本积分公式

kdx kx c 
1

1
xx dx c








 


cos sinxdx x c  sin cosxdx x c  

四、定积分

【定义】(定积分)函数 )(xf 在区间[a,b]上的定积分定义为 





n

i
iix

b

a
xfdxxfI

10
)(lim)(  .

【定理】(牛顿-莱布尼茨公式) 若函数 )(xf 在区间[a,b]上连续， )(xF 是 )(xf 在[a,b]

上的一个原函数，则 )()()()( aFbF
a
b

xFdxxf
b

a
 .

上述公式也称为微积分基本定理,是计算定积分的基本公式.

五、导数的四则运算法则

 u v u v      uv u v uv    2

u u v uv
v v

     
 

六、基本导数公式

⑴   0c   ⑵
1x x   ⑶  sin cosx x 

⑷  cos sinx x   ⑸   2tan secx x  ⑹   2cot cscx x  

⑺  sec sec tanx x x   ⑻  csc csc cotx x x    ⑼  x xe e 

⑽   lnx xa a a  ⑾   1ln x
x

  ⑿   1log
ln

x
a x a

 

⒀  
2

1arcsin
1

x
x

 


⒁  
2

1arccos
1

x
x

  


⒂   2

1arctan
1

x
x

 

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⒃   2

1arccot
1

x
x

  


⒄  1x   ⒅  1
2

x
x

 

七、微分公式与微分运算法则

⑴   0d c  ⑵   1d x x dx   ⑶  sin cosd x xdx

⑷  cos sind x xdx  ⑸   2tan secd x xdx ⑹   2cot cscd x xdx 

⑺  sec sec tand x x xdx  ⑻  csc csc cotd x x xdx   ⑼  x xd e e dx

⑽   lnx xd a a adx ⑾   1lnd x dx
x

 ⑿   1log
ln

x
ad dx

x a


⒀  
2

1arcsin
1

d x dx
x




⒁  
2

1arccos
1

d x dx
x

 


⒂   2

1arctan
1

d x dx
x




⒃   2

1arccot
1

d x dx
x

 


八、微分运算法则

⑴  d u v du dv   ⑵  d cu cdu

⑶  d uv vdu udv  ⑷ 2

u vdu udvd
v v

   
 

九、基本积分公式

⑴ kdx kx c  ⑵
1

1
xx dx c








 
 ⑶ lndx x c

x
 

⑷
ln

x
x aa dx c

a
  ⑸

x xe dx e c  ⑹ cos sinxdx x c 

⑺ sin cosxdx x c   ⑻
2

2

1 sec tan
cos

dx xdx x c
x

   
⑼

2
2

1 csc cot
sin

xdx x c
x
     ⑽ 2

1 arctan
1

dx x c
x

 


⑾
2

1 arcsin
1

dx x c
x

 



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十、向量

既有大小又有方向的量

表示：


AB或a （几何表示）向量的大小称为向量的模，记作 || AB 、|a|、 || a

1.方向余弦： 









||
,

||
,

||
)cos,cos,(cos

rrr

zyx r＝（x，y，z）,|r|= 222 zyx 

2.单位向量 )cos,cos,(cos 

a 模为 1的向量。

3.模


 aazyxa 222||

4.向量加法（减法） ),,( 212121 zzyyxxba 


5.a·b＝| a |·| b |cos 212121 zzyyxx 

a⊥b a·b＝0（a·b＝b·a）

6.叉积、外积

|a b |=|a ||b |sin =

zyx

zyx

bbb
aaa
kji

a//b  a b＝0.(ab = -ba) 
2

1

2

1

2

1

z
z

y
y

x
x



7.数乘： ),,( kzkykxkaak 


例 1 1||,2|| 


ba ，


a与


b夹角为
3


，求 ||


 ba 。

解： 22 ||cos||||2||2)()(||


 bbaabbbaaabababa 

71
3

cos12222 


例 2 设 2)(  cba ，求 )()]()[( accbba  。

解：根据向量的运算法则

)()]()[( accbba 

 )(])()[( accbabba 
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)(])[()(])[( accbaacbba 

acbaacba  ])[()()(

acbacacba  )()()(

cbacba  )()(

4)(2  cba
8.向量的投影

Prj a b＝|b| cos 为向量 b在向量 a上的投影。a·b＝| a |Prj a b

十一、复数的运算

1．复数的表示法

复数 A是一个二维数，它对应于复平面中的一个坐标为 ( , )x y 的点，或对应于复平面中

的一个长度为 A、仰角为?的矢量(见图 C－1)．与此相应地复数有下列两种表示法：




,     ( .  1)

,      ( .  2)i

A x yi C

A Ae C

  


 ，式中 1i   ， cos sinie i    （欧拉公式）；

(C．1)式是复数的直角坐标表示，对应点的横坐标 x为复数的实部，

记作：
Rex A ，纵坐标 y为复数的虚部，记作：

Imy A ．

(C．2)式是复数的极坐标表示，对应矢量的长度 A为复数的模或绝对值，

记作：
A A
，仰角 为复数的辐角，记作：

arg A  ．

两种表示之间有如下换算关系：

2 2

1

,   ( .  3)

tan ,      ( .  4)

A x y C
y C
x

 

  




 ；或反过来，有

cos ,      ( .  5)
sin ,      ( .  6)

x A C
y A C





  ．

单位虚数 1i   有如下性质：
2 1i   ，

1 i
i
 

，
2ii e


 ，

2
1 ie
i


．

复数
 iA x yi e    的共轭复数定义为

iA x yi e   
，（C．7）

所以
 2 2 2AA A x y   ，（C．8）；即一对共轭复数的乘积等于模的平方．

两个复数
 11 1 1 1

iA x y i A e   
、
 22 2 2 2

iA x y i A e   
相等的原理为：实部相等且虚部相
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等即 1 2x x 且 1 2y y ；

或者为：模相等且辐角相等即 1 2A A 且 1 2  ．

2．复数的四则运算

（1）加减法：
 

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )A A x y i x y i x x y y i         ，(C．9)；即实部、虚部

分别加减．

（2）乘法：
  1 2 1 2( )

1 2 1 2 1 2( ) ( )i i iA A Ae A e A A e       ，(C．10)；即模相乘，辐角相加．

或者
 

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )A A x y i x y i x x y y x y x y i         ，(C．11)．

（3）除法：




1
1 2

2

( )1 1 1

222

i
i

i

A Ae A e
AA eA


 


 

，(C．12)；即模相除，辐角相减．

或者

1 1 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

( )( ) ( ) ( )
( )( )

x y i x y i x y i x x y y y x x y i x x y y y x x y
i

x y i x y i x y i x y x y x y
       

   
      ，(C．13)；

倒数运算可以看作是除法的特例：

1 1 1 i

i e
AAeA




 
，(C．14)；

或者
 2 2 2 2

1 1
( )( )

x yi x y i
x yi x yi x yi x y x yA


   

     ，(C．15)．

3．欧拉公式

现在介绍一下欧拉公式是如何得来的．从参考书中可以查到
xe 、 cos x、 sin x的幂级数

展开式：

2 3 4

2 4 6

3 5 7

1
1! 2! 3! 4!

cos 1
2! 4! 6!

sin
3! 5! 7!

x x x x xe

x x xx

x x xx x


      




     



     
 ；在

xe 的展开式中把 x换成 ix ，注意到
2( ) 1i   ，

3( )i i   ，

4( ) 1i  ，   ，

即可得到：

2 3 4 2 3

1 (1 ) ( )
1! 3! 4! 2! 3!

ix x x x x xe i i x             
，即 cos sinixe x i x   ，
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(C．16)．

这就是欧拉公式．下面给出几个常用的三角函数与复指数函数之间的变换公式．

从欧拉公式可以反解出：

1cos ( )
2

i ie e   
，(C．17)；

1sin ( )
2

i ie e
i

   
，(C．18)

由此立即得到：
tan

i i

i i

e ei
e e

 

 





 

 ，(C．19)

4．简诣振动的复数表示

简谐振动： 0( ) cos( )S t A t   ，也可用一个复数
 0( )( ) i tS t Ae   的实部或虚部来表示．

上式右端又可写为
0( )i i t i tAe e Ae  

，其中
 0iA Ae  称为复振幅，它集振幅 A和初相位 0

于一身．

于是，简谐振动的复数表示可写为
 ( ) i tS t Ae 

，(C．20)；若
( )S t 代表位移的话，则速

度和加速度为：

 dSv i S
dt

 
，

   
2

2 2
2 ( )d Sa i S S

dt
    

，亦即，对 t求导数相当于乘上一个因子 iω，

运算起来十分方便．

有时候需要计算两个同频简谐量乘积在一个周期里的平均值，如平均功率，这也可以用

复数来运算．

设两个同频简谐量为

1 1 1

2 2 2

( ) cos( )
( ) cos( )

a t A t
a t A t




 
   ，它们的乘积在一个周期内的平均值等于：

若用相应的复数





1

2

( )
1 1

( )
2 2

( )

( )

i t

i t

a t A e

a t A e









 


 来计算的话，下列公式给出同样的结果：

所以今后将用下式来计算两简谐量乘积的平均值：

 
1 2 1 2

1 Re( *)
2

a a a a 
，（C．21）


