
1.设复数 iz 109 ( i为虚数单位)，若正整数 n满足 2023nz ，则 n的最大值为 .

答案： 2

解：
nnnn zz )181()109( 22  .因 20231812 z ，而当 3n 时，

202313)181(  nnnz ，故 n的最大值为 2 .

分析：本题考查复数的模运算
nn zz  ，以及简单的比较大小，需对

n)181( 与 2023进行

估算，可采用放缩。

2.若正实数 ba, 满足 2lg ba ， 5lglg  ba ba ，则
abab lg)( 的值为 .

答案： 20

解： 210 lglglglg   bbaa ab ，所以

20225)()()( lglglglglglglg   abbabaab babaabab .

分析：本题考查指对运算，考场可运用公式
ab mm ba loglog  速解，注意平时对一试小结论的

积累。

3.将一枚均匀的骰子独立投掷三次，所得的点数依次记为 zyx ,, ，则事件 ”“ zyx CCC 777  发

生的概率为 .

答案：
27
1

解：由于 4
7

3
7

5
7

2
7

6
7

1
7 CCCCCC  ，因此当  6,5,4,3,2,1,, zyx 时，

事件 ”“ zyx CCC 777  发生当且仅当      ”“  4,3,5,2,6,1  zyx 成立，相应的概率为

27
1

6
2 3







 .

分析：本题考查组合数的单峰性（比大小）以及古典概型。比大小时由组合数公式 mn
n

m
n CC 

分骰子点数 6~1 为三组，则立刻得解。不过本题易错点在于可能会错误地将 zyx ,, 取到7 。

4.若平面上非零向量  ,, 满足   ， ||2   ， ||3   ，则 ||  的最小值

为 .
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答案： 32

解：由   ，不妨设 ),0(),0,( ba   ，其中 0, ba ，并设 ),( yx ，则由  2

得 aby 2 ，由  3 得 bax 3 .

所以 32232222 
b
a

a
bxyyx .

取 2,3  ba ，此时 6 yx ，  取到最小值 32 .

分析：本题考查向量点积运算和条件极值（均值不等式）。由   ，最易上手的方法是

设入平面直角坐标系里运算，将向量（复数）进行坐标表达后则化为条件极值问题，根据

aby 2 、 bax 3 容易想到采用均值不等式求解。

5.方程 xx 2cossin  的最小的 20 个正实数解之和为 .

答案： 130

解：将 xx 2sin212cos  代入方程，整理得 0)1)(sin1sin2(  xx ，解得

)Z(
2

32,
6

52,
6

2  kkkkx 

上述解亦可写成 )Z(
63

2
 kkx 

，其中 19,...,1,0k 对应最小的 20 个正实数解，它们

的和为  13020
62

2019
3

2
63

219

0










 

k

k
.

分析：本题考查三角函数的周期性和二倍角公式。三角题有时得画图，直观不易出错。解方

程后对呈周期分布的解求和，可以对解归纳成 )Z(
63

2
 kkx 

，也可以 23620 

分周期求和。同时注意题目是对“正实数解”求和。

6.设 cba ,, 为正数， ba  .若 ba, 为一元二次方程 02  cbxax 的两个根，且 cba ,, 是一

个三角形的三边长，则 cba  的取值范围是 .

答案： 





 15

8
7
， .

解：由条件知 baxabaaxbxaxacbxax 2222 )())((  ，比较系数得

bacabab 22 ,  ，故
a

ac
a

ab






1

,
1

42

，从而
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32
42

1
aaa

a
aaacba 




 .

由于
a

aba



1

0
2

，故 1
2
1

 a . 此时显然 0 cb . 因此， cba ,, 是一个三角形的三

边长当且仅当 bca  ，即
a

a
a

aa






11

24

，即 0)1( 2  aaa ，结合 1
2
1

 a ，解得

2
15

2
1 

 a .

令 32)( xxxxf  ，则 )(afcba  . 显然当 0x 时 )(xf 连续且严格递增，故

cba  的取值范围是 
















 








2
15,

2
1 ff ，即 






 15

8
7
， .

分析：本题考查解不等式和求函数值域，在高中知识框架下，多元取值范围问题一般都可转

化为用一元函数或多元不等式求解。所以本题路线较为清晰：由韦达定理并变形后将 cb, 用

a（参数）表示，根据条件解不等式求参数范围，然后转化目标式为一元函数，分析函数（本

题是单增函数）求值域。本题难点也在计算量，清晰准确地计算会比较有考验。

7. 平 面 直 角 坐 标 系 xOy 中 ， 已 知 圆  与 x 轴 、 y 轴 均 相 切 ， 圆 心 在 椭 圆

12

2

2

2


b
y

a
x

： )0(  ba 内，且与有唯一的公共点 )9,8( .则的焦距为 .

答案：10
解：根据条件，可设圆心为 ),( rrP ，则有

222 )9()8( rrr  ，解得 5r 或 29r .

因为 P在内，故 5r .

椭圆在点 )9,8(A 处的切线为 198: 22 
b
y

a
xl ，其法向量可取为 






 22

9,8
ba

n .

由条件， l也是圆的切线，故n与 PA 平行，而 )4,3(PA ，所以 22

2732
ba

 .

又 18164
22 
ba

，解得 .135,160 22  ba 从而的焦距为 102 22 ba .

分析：本题考查解析几何的相切，要记忆清楚

椭圆、圆在某点处的切线方程和焦距定义。

由圆相切的条件探求圆心信息，通过圆心信息

又探求椭圆信息。（注意圆心在椭圆内，会舍

去一根）求出圆和椭圆的切线方程，（通过斜

率，导函数或法向量）两直线平行求系数。

不少人算焦距时忘记 2 ，或是算成了焦准距、

离心率，导致大意失分。
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8.八张标有 HGFEDCBA ,,,,,,, 的正方形卡片构成下图。现逐一取走这些卡片，要求每次

取走一张卡片时，该卡片与剩下的卡片中至多一张有公共边（例如可按 ,,,,,, FCEBAD
HG, 的次序取走卡片，但不可按 HGFCEABD ,,,,,,, 的次序取走卡片），则取走这八张

卡片的不同次序的数目为 .

答案：392
解：如左下图重新标记原图中的8张卡片，现将每张卡片视为顶点，有公共边的两张卡片所

对应的顶点之间连一条边，得到一个八阶图，该图可视为右下图中的 2 nm 阶图 ),( nmG
在 3,3  nm 时的特殊情况.

取卡片（顶点）的规则可解释为：

（i）若顶点 P已取走，则以下每步取当前标号最小或最大的顶点，直至取完；

（ii）若顶点 P未取走，则必为某个 )0,)(,( nmnmG 的情形，此时若 0m ，则将 P视为

1 号顶点，归结为(i)的情形；若 0,0  nm ，则将 P视为1号顶点，归结为(i)的情形；若

1, nm ，则当前可取 P 或 m 号顶点或 n 号顶点，分别归结为 (i)或 ),1( nmG  或

)1,( nmG 的情形.

设 ),( nmG 的符合要求的顶点选取次序数为 ),( nmf ，本题所求即为 )3,3(f .

由(i)、(ii)，知 )0(2)0,( 1   mmf m
， )0(2),0( 1   nnf n

，且

)1,)(1,(),1(2),(   nmnmfnmfnmf nm .

由此可依次计算得 12)1,1( f ， 28)1,2()2,1(  ff ， 60)1,3()3,1(  ff ， 72)2,2( f ，

164)2,3()3,2(  ff ， 392)3,3( f ，即所求数目为392 .

分析：本题考查组合计数的递推方法和图。一种方法的关键在于对规则的翻译，即通过取卡

片建立两个状态的递推关系。另一种方法是分析卡片图的链，对卡片 E被取走的情况进行

讨论，然后分类枚举求和；这种方法的难点一般在于找好分类依据。金
石
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两种方法的入手点都是先抽象出八阶图，然后对顶点 P（即卡片 E）分析。本题还需仔细计

算，易算错。

9.平面直角坐标系 xOy中，抛物线 xy 42 ： ， F 为的焦点， BA, 为上的两个不重

合的动点，使得线段 AB的一个三等分点 P位于线段OF 上（含端点），记Q为线段 AB的

另一个三等分点.求点Q的轨迹方程.

解：设 ),(),,( 2211 yxByxA ，不妨设 QBPQAP  ，则 





 

3
2,

3
2 2121 yyxxP .

易知 )0,1(F ，由于点 P位于线段OF 上，故  1,0
3

2 21 
 xx

， 0
3

2 21 
 yy

.

···············4 分

可设 tyty 2, 21  ，则 2
2

2

1 ,
4

txtx  . 此时有  1,0
23

2 2
21 

 rxx
，且由 BA, 不重合

知 0t ，所以  2,02 t .

···············8 分

设 ),( QQ yxQ ，则
221

4
3

3
2 txxxQ 


 ， tyyyQ 




3
2 21 ，有 QQ xy

3
42  .

注意到 






2
3,0

4
3 2txQ ，故点Q的轨迹方程为 )

2
30(

3
42  xxy .

···············16 分

分析：本题考查解析几何，根据定比分点公式可由 ),(),,( 2211 yxByxA 导出 QP, 两点坐标，

结合条件求参数极值并联立得关系式，最后消参得轨迹方程。这是一种常见的轨迹方程的求

法。本题比较简单，不过在设点的技巧上可以有所优化：例如先设点 P 的坐标

),2()2,2()0,( yxaByaxAaP  、、 。在平时训练中，解析几何题可以多关注设点的技

巧，设点巧妙可大大简化计算量以提高准确率。

同时，本题最后轨迹方程中 x范围内没有0 ，即抠除点。解析几何中常常会这样设坑，所以

经常会有人丢失取值范围的分，应当注意。

10.已知三棱柱 111 CBAABC ： 的9条棱长均相等.记底面 ABC所在平面为 ，若的另

外四个面（即面 111111111 ,,, BBCCAACCAABBCBA ）在 上投影的面积从小到大重排后依

次为 35343332 ，，， ，求的体积.

解：设点 111 ,, CBA 在平面 上的投影分别为 FED ,, ，则面 ,,, 1111111 AACCAABBCBA

11BBCC 在 上的投影面积分别为 BCFEACFDABEDDEF SSSS ,,, .

由已知及三棱柱的性质， DEF 为正三角形，且 BCFEACFDABED ,, 均为平行四边形.

由对称性，仅需考虑点D位于 BAC 内的情形（如图所示）.
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显然此时有 BCFEACFDABED SSS  .

···············5 分

由于   35,34,33,32,,,  BCFEACFDABEDDEF SSSS ，故 ACFDABED SS , 必为 33,32 的

排列， 35BCFES ，进而 34DEFS ，得 DEF 的边长为 4 ，即正三棱柱的各棱均

为 4 . ···············10 分

不妨设 32ABEDS ， 33ACFDS ，则 3ABDS ，
2

33
ACDS .

取射线 AD与线段 BC的交点 X ，则
3
2






ACD

ABD

S
S

CX
BX

，故
5
8

BX . 因此

19
5
460cos222  BXABBXABAX ,

而
8
5









ABC

ACDABD

S
SS

AX
AD

，故
2
19

AD .

···············15 分

于是的高
2

5322
1  ADAAh .

又 34ABCS ，故的体积 156  hSV ABC .

···············20 分

分析：本题考查立体几何，后者需厘清投影面积之间的关系。本题是立体几何中常见的体积

问题，背景也是结构相对熟悉的三棱柱，但条件简洁，数量关系不清楚，题目反套路，不易

下手。在分析柱体特点时，对空间想象能力有较高要求。

首先需明白，在平面 a上的投影图像是一个等边三角形和三个平行四边形，接着最重要的

即是意识到两个平行四边形的面积之和为另一个平行四边形的面积之和，这一点的发现较为

关键在意识到，之后就可以得到各个图形的面积，然后得到等边三角形边长。

注意到要求三棱柱的体积，则只需求出它的高，需意识到已知棱长，那么求出高只需求出

AD再利用勾股定理即可。运用余弦定理和面积比则求 AD。

另一个比较好的的思路是引入角度，将面积量化，借助三角方程运算给出结果。实际运算时，

拿一个面举例也可作如下分析：

金
石
为
开



11.求出所有满足下面要求的不小于1的实数 t：对任意  tba ,1,  ，总存在  tdc ,1,  ，

使得 1))((  dbca .

解：记  tI t ,1 ， ))(( dbcaS  .

假如 2t ，则当 tba  时，对任意 tIdc , ，均有 1)1( 2  tS ，不满足要求.

假如
2
31  t ，则当 tba  2,1 时，对任意 tIdc , ，均有

21  ,12  dbttca
若 dbca  , 同正或同负，则 1)1(2  tS ，其余情况下总有 10 S ，不满足要求.

···············5 分

以下考虑 2
2
3

 t 的情形. 为便于讨论，先指出如下引理.

引理：若
2
1, vu ，且

2
5

 vu ，则 1uv .

事实上，当
2
3

 vu 时， 1
4
3

4
5

22

2222





















 







 


vuvuuv .

当
2
3

 vu 时， 1
2
3

2
1

2
1







 uv .引理得证.

下证对任意 tIba , ，可取 tIdc 11, ，使得

1))(( 111  dbcaS . ①

若
2
1

 ba ，则取 111  dc ，此时
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)1)(1()1)(1(1 babaS  ，

其中
2
1

2
31,

2
1

2
31  abba ，且

2
5)(2)1()1(  baba ，故由引理知

11 S .

若
2
1

 ba ，则取 tIdc 
2
3

11 ，此时







 





 

2
3

2
3

1 baS ，

其中
2
1

2
3,

2
3

 ba ，且
2
53

2
3

2
3







 






  baba ，故由引理知 11 S .

···············15 分

注意到，当 tIba , 时，可取 tIc 2 ，使得 12  ca （例如，当  1,1a 时取 02 c ，当

 ta ,1 时取 12 c ），同理，可取 tId 2 ，使得 12  db .此时

1))(( 22222  dbcadbcaS . ②

根据①、②，存在一个介于 21,cc 之间的实数 c，及一个介于 21,dd 之间的实数 d ，使得

1))((  dbca ，满足要求.

综上，实数 t满足要求当且仅当 2
2
3

 t .

···············20 分

分析：本题考查函数和不等式的相关知识，核心是介值定理，将存在 c,d使(a+c)(b+d)=1
转化为(a+c)(b+d)的范围包括 1。一个较简单的想法就是分别考虑 a+c,b+d >0 和 a+c,b
+d <0，前者的最小值为 0，最大值为(a+t)(b+t)；后者最小值是 0，最大值比较复杂，因

此只要两者之一的最大值大于 1 即可。但从这样一个简单的想法也能得到答案，所以这道

题关键在于理解好题目(利用介值定理)。也可以运用比较巧的想法，通过先代入 a ,b的特殊

值得到的范围，然后再加以证明这也是标准答案的想法。当然，这种想法一定程度上也依赖

着上面的分析。因此本题其实只要求对函数最值有深刻的理解即可。

另外，本题的四元函数形式，也可联想到用向量求解。可以得到一个清晰的妙法：
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加试

一、如图，是以 AB为直径的固定的半圆弧，是经过点 A及上另一个定点T 的定圆，

且的圆心位于 ABT 内.设 P是的弧TB（不含端点）上的动点， DC, 是上的两个

动点，满足：C在线段 AP上， DC, 位于直线 AB的异侧，且 ABCD  ，记 CDP 的外

心为K，证明：

（1）点K在 TDP 的外接圆上；

（2）K为定点.金
石
为
开



证明：（1）易知 PCD 为钝角，由K为 CDP 的外心知

ACDPCDPKD  2)180(2 .

由于  90APB ， ABCD  ，故 ATDACDPBA  .
···············10 分

所以  1802 PBAPTAACDATDPTAPKDPTD .
又 TK , 位于 PD异侧，因此点K在 TDP 的外接圆上.

···············20 分

（2）取的圆心O，过点O作 AB的平行线 l，则 l为CD的中垂线，点K在直线 l上.
···············30 分

由 KPDT ,,, 共圆及 KPKD  ，可知K在 DTP 的平分线上，而

PTBPABPBAATDDTB  9090 ，

故TB为 DTP 的平分线，所以点K在直线TB上.
显然 l与TB相交，且 l与TB均为定直线，故K为定点.

···············40 分

分析：本题分了两个小问，第一问导角即可，并且对于第二问有明显的辅助作用。注意到本

题实际上决定了整个图形的是点 P以及过 ATCD这四点的圆，那么关键就是 K如何与这两

个变量无关。事实上在解决第一问之后，注意到 T在 DP中垂线上，那么由第一问的结论可

知，KD和 KP所对圆周角相等得到 K在 DTP角平分线上，即定直线 TB上（这也是精确作

图容易发现的结论）。另一方面 CD的中垂线过点 K且过点的圆心 O并垂直于 CD。所以它

也是定直线，由此得 K是定直线的交点。本题中间转化全部通过导角得到，较为简单，需

要发现的定直线也是由作图可以直接发现的，再加上有第一问引导，本题整体得分会偏高。

二、正整数 n称为“好数”，如果对任意不同于 n的正整数m，均有

















22

22
mn

mn

，这里，

 x 表示实数 x的小数部分`.

证明：存在无穷多个两两互素的合数均为好数.

证明：引理：设 n是正奇数，且 2 模 n的阶为偶数，则n是好数.

引理的证明：反证法.假设 n不是好数，则存在异于 n的正整数m，使得

















22

22
mn

mn

.
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因此 2

2
n

n

与 2

2
m

m

写成既约分数后的分母相同.由 n为奇数知 2

2
n

n

是既约分数，故
2m 的最大奇因

子为
2n ，从而m的最大奇因子为 n .

设 nm t2 ，其中 t为正整数（从而m是偶数）. 于是 2

2

2

22
nm

tmm 

 .

由















 

22

2 22
nn

ntm

可得 )(mod22 22 nntm  ，故

)(mod22 2 nntm  (*)

设 2 模n的阶为偶数 d ，由(*)及阶的基本性质得 )(mod2 dntm  ，故 ntm  2 是偶数.

但 tm 2 是偶数， n是奇数，矛盾. 引理得证.
···············20 分

回到原问题.

设 ,...)2,1(122  kF
k

k ，由于 12
12 
k

kF ，而 12  2 
k

kF ，因此 2 模 kF 的阶为
12 k
，是

一个偶数.

对正整数 l，由 )(mod12 2
k

l F 可知 )(mod12 k
l F ，故由阶的性质推出，2 模

2
kF 的阶被 2

模 kF 的阶整除，从而也是偶数. 因
2
kF 是奇数，由引理知

2
kF 是好数.

···············30 分

对任意正整数 )(, jiji  ， 1)2,()2...)12(,(),( 11
2   ijiiiji FFFFFFF
i

，

故 ,...,, 321 FFF 两两互素. 所以 ,...,, 2
3

2
2

2
1 FFF 是两两互素的合数，且均为好数.

···············40 分

分析：本题考虑方式较为自然，对于熟练掌握阶的基本功的人应该可以在较短时间内解决，

因为 2021 年联赛考过阶，所以本题目对很多人应该都能上手。以下提供一种想法，由此出

发标答考虑费马数的想法则也是不奇怪的：

对于
n

n2
与
m

m2
, nm  ，既然希望数列的小数部分不同，贪心的想法即是希望既约分母

与 n的既约分母不同，所以在考虑的时候我们自然希望 n是奇素数的方幂，形如 up （因为

需要是合数， ap需要满足的条件待定），这样一来，因为分子总是 2 的方幂，只能约去分

母中 2 的方幂部分，所以只需要考虑 bk pm 2 的情形即可，考虑既约分母里 p的幂次容易

知道必须有 ab  。小数部分相同等价于差为整数，那么本题转化为怎样取 ap, 使得：

)(mod22 22 apkp p
aak

 
，对正整数 k不可能成立。上式成立的必要条件是 2 模 p的阶 d 满

足 aak pkpd  22  。

对于正整数 k，右边是个奇数，所以只需要 d 是偶数即可让这个式子对正整数 k不成立，

再任取大于 1 的整数 a即得一个好数 apn  且为合数。于是问题变为寻求无穷多个素数 p
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使得 2 模 p的阶是偶数，到这里就有很多做法了，但最终基本都能过渡到费马数。

可以考虑费马数的素因子，它们的阶总是 2 的方幂，自然是偶数；用二次剩余也容易考

虑，只要 2 是二次非剩余，那么它的阶就整除 1p 但不整除
2

1p
，从而必须有素因子 2，

故必须是偶数，考虑二次非剩余的角度有两种思路：一是由二次互反律或熟知的结论等价于

模 8 余 3、5 的素数无穷多，这是 Dirichlet 定理的结果但超出联赛范围。二是考虑，是 122 d

的素因子的素数但又不是 12 d 的素因子的素数，则 2 模它的阶整除 d2 但不整除 d ，所以

有素因子 2，这样就好数的存在性可以完全避开费马数或高级结论，但最后需要不同的 d 用

到不同的素数来保证互素，这样可以利用简单的同余分析来构造与之前有限个不同的新素数。

最快的办法还是取费马数。

还可以希望 d 是阶所以需要 12 d 不能因式分解，仍然可以联想到费马数。若知道较

多背景知识，还可以考虑分圆多项式，取 x为 2 的充分大方幂，费马数相当于这里的特殊情

况，或使用 Zsigmondy 定理等，均可以得到更强的结论顺便解决本题目，同时在别的与阶

相关但更难的题目里也可以考虑这些想法。本题基本就是想怎么做就怎么做，但杀鸡用牛刀

在这道简单题里大概率会导致扣分。

三、求具有下述性质的最小正整数 k：若将 k,...,2,1 中的每个数任意染为红色或蓝色，则或

者存在9个互不相同的红色的数 921 ,...,, xxx 满足 9821 ... xxxx  ，或者存在10个互不

相同的蓝色的数 1021 ,...,, yyy 满足 10921 ... yyyy  .

解：所求的最小正整数为 408 .
一方面，若 407k 时，将 407,...,56,55,1 染为红色， 54,...,3,2 染为蓝色，此时最小的8个

红数之和为 40761...56551  ，最小的9个蓝数之和 5410...32  ，故不存在

满足要求的9个红数或者10个蓝数.
对 407k ，可在上述例子中删去大于 k的数，则得到不符合要求的例子.
因此 407k 不满足要求.

···············10 分

另一方面，我们证明 408k 具有题述性质.
反证法：假设存在一种 408,...,2,1 的染色方法不满足要求，设 R是所有红数的集合，B是所

有蓝数的集合，将 R中的元素从小到大依次记为 mrrr ,...,, 21 ，B中的元素从小到大依次记为

nbbb ,...,, 21 ， 408 nm . 对于 R，或者 8R ，或者 mrrrr  821 ... ；对于 B，或者

9B ，或者 nbbbb  921 ... .

在 16,...,2,1 中至少有9个蓝色的数或至少有8个红色的数.

情形 1： 16,...,2,1 中至少有9个蓝色的数.

此时 169 b ，设区间  9,1 b 中共有 t个 R中的元素 )80(,...,, 21  trrr t .

记 trrrx  ...21 ，则 )1(
2
1...21  tttx .

因为 trrrbbb ,...,,,,...,, 21921 是  9,1 b 中的所有正整数，故

   trrrbbb t  9,...,2,1,...,,,,...,, 21921 .
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于是 xttxtbbbbn  )10)(9(
2
1)9(...21... 921 . (*)

···············20 分

特别地， 1361716
2
1

nb ，从而 9R .

对任意 )1( tmii  ，由(*)知 ixttibr ni  )10)(9(
2
1

1 ，从而





 






 

t

i
ttm ixttxrrrrr

8

1
811 )10)(9(

2
1......

xtttttt )7()9)(8(
2
1)8)(10)(9(

2
1



)1(
2
1)7()9)(8(

2
1)8)(10)(9(

2
1

 tttttttt

407396198 2  tt （考虑二次函数对称轴，即知 1t 时取得最大）.

又 136nb ，这与 mn rb , 中又一个为 408 矛盾.

···············40 分

情形 2： 16,...,2,1 中至少有8个红色的数.

论证类似于情形 1.

此时 168 r . 设区间  8,1 r 中共有 s个 B中的元素 )90(,...,, 821  sbbb .

记 81 ... bby  ，则 )1(
2
1

 ssy .

因为 82121 ,...,,,,...,, rrrbbb s 是  8,1 r 中的所有正整数，故

   srrrbbb s  8,...,2,1,...,,,,...,, 82121 .

于是 1361716
2
1

mr . 从而 10B .

对任意 )1( snii  ，有 iyssirb mis  )9)(8(
2
1

. 从而





 






 

s

i
ssn iyssybbbbb

9

1
911 )9)(8(

2
1......

)10)(9(
2
1)8()9)(8)(9(

2
1 ssyssss 

)10)(9(
2
1)1(

2
1)8()9)(8)(9(

2
1 ssssssss 

395369277 2  ss （在 2s 时取得最大）

又 136mr ，这与 mn rb , 有一个为 408 矛盾.

由情形 1、2 知 408k 具有题述性质.
综上，所求最小正整数 k为 408 .

···············50 分

分析：本题是一道代数意味比较重的组合题目，和 2022 年联赛第三题异曲同工但难度低些。
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首先难在如何猜出 407、408，如果这个 k不满足条件，从任何一种颜色入手，需要这

种颜色最小的几个数之和不小于最大的数，或者这种颜色的数数目很少以至于取不出来这么

多个数，前一种情况说明最大数会有一个上界，后一种情况则说明另一个颜色的数相对多，

又变回前一种情况。

在这种想法的引导下，我们先选定一个范围 ],1[ m ，由抽屉原理，某种颜色的数至少在

其中占了一半。从而，如果 16m ，要么红色占了一半，使得红色的最大数可以由此范围

内的 8 个数进行估计，要么蓝色的最大数可由此中 9 个数进行估计。综合两种情形可以得出

k的两个上界。大概思路如此，但计算时需要格外小心，做到精细才能得到准确的结果。

后续构造是此前的取等条件容易得到的。

四、设
4101a ，在 20232023 的方格表的每个小方格中填入区间  a,1 中的一个实数.

设第 i行的总和为 ix ，第 i列的总和为 iy ， 20231  i ，求
202321

202321

...

...
xxx
yyy

的最大值.（答案用

含 a的式子表示）.

解：记 2023n ，设 njiaij  ,1),( ，
202321

202321

...

...
xxx
yyy

 .

第一步：改变某个 ija 的值仅改变 ix 和 jy ，设第 i行中除 ija 外其余 1n 个数的和为 A，第 j

列中除 ija 外其余 1n 个数的和为 B，则

ij

ij

i

j

aA
aB

x
y




 .

当 BA  时，关于 ija 递增，此时可将 ija 调整到a，值不减. 当 BA  时，关于 ija 递减，

此时可将 ija 调整到1，值不减. 因此，为求的最大值，只需考虑每个小方格中的数均为

1或 a的情况.
···············10 分

第二步：设   njiaaij  ,1,,1 ，只存在有限多种可能，我们选取一组 ija 使得达到最大

值，并且
 

n

i

n

j
ija

1 1

最小. 此时我们有










ii

ji
ij yx

yxa
a

,1

,
( )

事实上，若 ii yx  ，而 1ija ，则将 ija 改为1后，不减，且
 

n

i

n

j
ija

1 1

变小，与 ija 的选取

矛盾. 从而( )成立.

通过交换列，可不妨设 nyyy  ...21 ，这样由( )可知每一行中 a排在1的左边，每一行

中的数从左至右单调不增.由此可知 nyyy  ...21 . 因此只能 nyyy  ...21 ，故每一

行中的数全都相等（全为1或全为 a）.
第三步：由第二步可知求的最大值，可以假定每一行中的数全相等.设有 k行全为 a，有

kn  行全为1， nk 0 . 此时
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kn

n

knk

n

k an
knka

nna
knka )(

)(
)( 




 

我们只需求 010 ,...,,  中的最大值.

n

kn

n
kn

n

k

k

nak
a

a
an
knka

an
knak

)
)1(
11(1

)(

)1)1((
11




 







因此

a
nak

a n

k

k 



 )

)1(
11(11




x
nxk

x
n

n







)1(
1

1

（记 n ax  ）

1
)1(
...1 12








nxk
xxx

n

n

1
...1 12







n

n

x
nxxxk

1

2

...1
)...1(...)1(1








 n

n

xx
xxx

记上式右边为 y，则 1

1

...1
...)2(1







 n
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···············30 分

下面证明 )1011,1010(y .

首先证明 1011y .
20222021 1011...10111011...202120221011 xxxxy 

20222021101310121010 10111010...2...10101011 xxxxxx 

由于
20232 ...1 xxx  ，故
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
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110121011
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···············40 分

再证明 1010y ，等价于证明 



2022

0

2021

0
1010)2022(

k

k

k

k xxk ，

由于

 
 


2021

0

2021

0
20231011)2022()2022(

k k

k kxk ，

axx
k

k 20231010202310101010 2022
2022

0




，

只需证明 a2023101020231011  ，而
1010
1011101 4  a ，故结论成立.
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由上面的推导可知 kk  1 当且仅当 1010k 时成立，从而 1011 最大. 故

10112023

2023

1011max 2023
)10121011(

a
a 

  .

···············50 分

分析：本题通过调整法解决是不难的，思路也比较自然，调整到端点化为离散不等式，再考

虑离散变量之间的关系。

注意到任何一个方格恰在唯一的一行或者一列中，且不同变量之间互相独立，所以改变

任意一个变量分子分母只会有一项受到影响，故由主元法和糖水不等式可以立刻得到最值在

a,1 端点处取得，也可以通过取对数再计算导数得到，并且应该往哪个端点调整也是由所在

行列的信息完全决定。

于是本题变为一个离散不等式，所有变量取值在 },1{ a 中，有限个取值所以必有最大值

（或者在第一步的时候利用紧集上的连续函数必有最大值亦可，细节问题），从而可以利用

极端原理从最大值入手探寻取得最大值的必要条件。

容易发现交换方格表的行与行、列与列，函数值不变，所以我们可以对于所有行或者所

有列的 ji yx , (且可以同时)进行排序。仍然对于某一个方格内的变量作为主元进行考虑可得

在行和大于列和时应该是 a，否则是 1，故同一行里的所有数均相等，这样本题变成了只依

赖于全为 a的行数 k的一个不等式。到此为止我们并没有用到 1a 充分小的条件。即求：

}2023,,2,1{  nk  ，使得 kn

n

knk

n

k an
knka

nna
knka )(

)(
)( 




  最大，自然考虑相邻两项

相除来判断这种乘积形式的数列单调性,这样可以分离出形如 yk  的不等式作为 k需要满

足数列递增的充要条件。

接着则进入本题的另一难点，估算

nnnn

nnnn

aaa
aananny /1/2/1

/2/2/1

1
1)3()2(1)1(












，

从而计算它的整数部分。

对于知道分析中一些基本估计技巧的人来说这是不难的：因为 a 非常接近 1，对于

2023n 这样的误差很小，所以大致可以猜测 y应该接近 1011（当然具体大小还需精确估

计）。

严格地说，在这个估计的诱导下，我们试图考虑 y与 1010,1011,1012 的关系来寻求真正

的最佳估计，需要注意到为了保证精确性，应尽量化成整式而非有理式进行估计且不等号两

侧应都是符号相同的项。注意到因为 a很接近 1，所以主要影响大小关系的会是项数，因此

可以大胆地把 a的方幂放缩（根据在不等式小的一边还是大的一边），细节此处略去，利用

伯努利不等式也是可以的。由此得到 1010,1011  yy 。

从此我们得到此时单增的充要条件 10101  kkk  即最大值为 1011k 。
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